
 

【Ⅰ】 
 (1) ( )2 1

1
6n n nb b b+ += +  … (＊) に n nb a α= − を用いると， 

  ( )2 1
1
6n n na a aα α α+ +− = − + −  

  ( )2 1
1 2
6 3n n na a a α+ += + +  

  これが ( ) ( )2 1 1
1 1 486 6 3n n n n na a a a a+ + += + + = + + と一致するので， 

  2 4
3 3α =   ∴ 2α =  

  2 1 1 06 6x x− − =  を解くと， ( )( )1 1 02 3x x− + = より
1 1,2 3x = −  

  これを利用すると(＊)は， 
  ( )2 1 1

1 1 1
3 2 3n n n nb b b b+ + ++ = +  … ① 

  ( )2 1 1
1 1 1
2 3 2n n n nb b b b+ + +− = − −  … ② 

  と変形できる． 
  よって， 1

1
3n n nc b b+= + とおくと，①は， 1

1
2n nc c+ = と表せるので， 

  ( ) 1
1

1
2

n
nc c

−

=  

  ( )1 2 1 2 1
131 1 22 2 33 3 5 5c b b a a= + = − + − = + = であるから， 

  ( ) 113 2
n

nc
−

= ⋅  

  また， 1
1
2n n nd b b+= − とおくと，②は， 1

1
3n nd d+ = − と表せるので， 

  ( ) 1
1

1
3

n
nd d

−

= −  

  1 2 1
13 31 22 5 5d b b= − = − = であるから， 

  ( ) 112 3
n

nd
−

= ⋅ −  

  したがって， ( ) 1
1

1 133 2
n

n nb b
−

+ + = ⋅ ， ( ) 1
1

1 122 3
n

n nb b
−

+ − = ⋅ − より， 

  ( ) ( ){ }116 1 13 25 2 3
nn

nb
−−

= ⋅ − ⋅ −  

  ( ) ( ) 1118 1 12 1 25 2 5 3
nn

na
−−

= − − +  
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【Ⅰ】 

 (2) 連立方程式
2

2
xy x= − ， y x= を解くと， 

  
2

2
x x x− =  

  ( )4 0x x − =   
  ∴ 4x = ， 4y =   よって， ( )A 4, 4  

  領域 R の面積は， ( ){ } ( )
4 2 3

0

161 1 4 02 2 6 3
xx x dx− − = ⋅ − =∫  

  点 P ( )2
, 2

aa a− を通り，直線 l に垂直な直線の方程式は，
2

2
ay x= − +  であるから，これと直線 l の交点

の座標は，連立方程式 y x= ，
2

2
ay x= − + を解いて， 

  ( )2 2
Q ,4 4

a a
となる． 

  線分 PQ の長さは，直線 PQ の傾き 1− を考慮し， 

  ( ) ( )2
2 2 14 4

a aa a− = − となる． 

  ここで，OQ X= とおくと， 

  ( ) 222 2 1 4 4
aX a a a= − − =  

  よって，求める回転体の体積は， 

  ( )4 2 4 2
2 2

0 0

2PQ 2 1 4 2
adX a adaπ π= − ⋅∫ ∫  

( )
4

23

0

2 416 a a daπ= −∫  

( ) ( )
424 5 6

0

2 1 1 14 416 4 10 60a a a a aπ  = − − − +
   

62 4
16 60π= ×  

64 2
15 π=  
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【Ⅰ】 
 (3) cos sin4 4z iπ π= + ， 1 1z = より，

2
1 1 1z zz zz= = = であるから， 

  ( ) ( )1
32 2 1cos sin3 3 2 2z i iπ π= ± + ± = − ±  

  すなわち， 1
31

2 2z i= − ± の場合に 3 点 z ， 1zz ， 2
1zz は正三角形の 3 頂点となる．  

  次に，3 点 z ， 2zz ， 2zz が正三角形の 3 頂点となるとき，3 点1， 2z ， 2z も正三角形の 3 頂点となるの

で， 2z の実部が 3 1− − のとき，虚部は， 

  ( ){ } 2 3 3 2 311 3 1 33 3
+ +± − − − × = ± = ±  

  よって， 2
3 2 33 1 3z i+= − − ±  

  ( ) ( )22
2

2 33 1
3

z += − − +  

7 4 34 2 3 3
+= + +  

19 10 3
3

+=  

  よって， 3z x yi= +  (x，y は実数)とおくと，x，y は， 

  2 2 19 10 3
3x y ++ = ， ( )1 1

3
y x= ± − を満たす． 

  よって， 

  ( )22 19 10 31 13 3x x ++ − =  

  24 2 18 10 3 0x x− − − =  
  22 9 5 3 0x x− − − =  

  ( )( )9 5 33 1 2 0
3 1

x x ++ + − =
+

 

  ( )( )3 1 2 3 2 3 0x x+ + − − =  

  3 2 33 1, 2x += − −  

  このとき， ( )3 2 3 6 31 12 63
y + += ± − = ±  

  よって， 3
3 2 3 6 3

2 6z i+ += ±  
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【Ⅰ】 
 (4) logy x= の，点 ( ), logt t における接線の方程式は， ( )1 logy x t tt= − +  

  これが原点を通るとき， t e=  
  よって，原点を通り logy x= に接する直線の方程式は，

1y xe=  

  xy e= と logy x= は直線 y x= に関して対称なので， 
  原点を通り xy e= に接する直線の方程式は， y ex=  
  よって， ( )A , 1e ， ( )B 1, e のとき， AOB∠ の大きさは最小， 
  すなわちOA′



とOB′


の内積は最大となる． 

  したがって， ( ) ( ) 22 2
1 21 1

1 11 1
e em e ee e

= ⋅ =
++ +

 

  ∴ ( )2log 1 log2 log 1m e= + − +  
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【Ⅱ】 
  扇形P Q R′ ′ の面積は，

25
2 α であるから，斜線部分の面積は，

25 3 15
2 5 2α α× =  

  孤 EF 上の任意の点を X とすると， AX XD 2+ = であるから，孤 EF は A，D を焦点とし，長半径が 1，

短半径が 3
2 の楕円 … ①の一部である． 

  同様に，孤 FG は B，D を焦点とし，長半径が
3
2 ，短半径が 7

2 の楕円の一部である． 

  楕円①に外接する，半径 1 の円と，DE，DF の延長との交点をそれぞれE′，F′とすると， 

  E MF 3
π′ ′∠ = であるから，孤 EF と線分 ME，MF で囲まれる部分の面積は， 3 31 12 2 3 12

π π× × × =  

  AF x= とすると，FD 2 x= − であり， FAD 90∠ = °であるから，三平方の定理より， 
  ( )2 22 1x x− = +    ∴ 3AF 4x= =  

  直線FF′と線分 BD の交点を H とすると， 7 2 3 22OH BH OB 8 2 8= − = − = であるから， 

  3 22 2sin 3 8 4β = × =  

  よって，孤 FG，線分 OF，OG で囲まれる部分の面積は， 3 7 3 71 22 2 2 4β β× × × =  

  △OMF の面積は，
1 1 1 1
2 2 2 8× × = であるから，求める面積は， 

  ( )3 3 7 314 2 3 7 18 12 4 3π β π β× + + = + + となる． 
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【Ⅲ】 

 (1) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2

2 2 2 2
a ba b a b a b++ + − −− = − −

f f
f  

2 2 2
4

a b ab+ −=  

( )2 04
a b−

= ≧  

  よって， ( ) 2x x= −f は x−∞ < < ∞で性質(A)をもつ． 
 (2)  

 (i)  1k = のとき， 2n = より，性質(A)となり，(B)は成り立つ． 
 (ii) k l= すなわち， 2ln = のとき，(B)が成り立つと仮定すると， 

   
( ) ( )11 22

2 2
ll

l l
a aa a + ++ + 

 
 

f f
f



≧  

   1k l= + のとき， 

   
11 2 2 1 2

12
l l l

l
a a a a ++

+

+ + + + + 
 
 

f
 

11 2 2 1 2

2 2
2

l l l

l l
a a a a +++ + + + + 

=  
  
 

f

 

 

11 2 2 1 2

2 2
2

l l l

l l
a a a a +++ + + +   +   

   
f f 

≧
 (∵ 性質(A)) 

( ) ( ) ( ) ( )11 2 2 1 2

2 2
2

l l l

l l
a a a a +++ + + +

+
f f f f 

≧
 (∵ 帰納法の仮定) 

( ) ( ) ( ) ( )11 2 2 1 2
12

l l l

l
a a a f a ++

+

+ + + + +
=

f f f 

 

   よって， 1k l= + のときも(B)は成り立つ． 
(i)，(ii)より，任意の自然数 k について， 2kn = のとき，(B)は成り立つ． 

 (3) (B)より，
( ) ( ) ( ) ( )

1

1 2 1 2
1 n

k

n n
n n n n n n k

n n n n=

 + + + + + +
  =  
 

∑
f f f

f f
 

≧  

  よって， ( ) ( )
1

1 1
2

n

k

n k
n n n=

+ ∑f f≧  

  ( )xf は連続関数なので， ( ) ( )1 1lim 2 2n
n

n→∞

+ =f f  

  ( ) ( )
1

01

1lim
n

n k

k x dxn n→∞
=

=∑ ∫f f  

  したがって， ( ) ( )1

0

1
2x dx∫ f f≦  

 
【別解(凸性を既知とした解答)】 
  点 ( )( )1 1,2 2f における接線の方程式は， ( )( ) ( )1 1 1

2 2 2y x′= − +f f  

  性質(A)より，関数 ( )xf は上に凸であるから， 

  ( ) ( )( ) ( )1 1 1
2 2 2x x′ − +f f f≦ が成り立つ． 

  よって， ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )1

0

1 1 1 1 1 1 1 10 12 2 2 2 2 2 2 2x dx ′ ′− + + − + =∫ f f f f f f≦  

 


